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In questo elaborato affronteremo inizialmente la valutazione dell'opzioni esotiche 
più conosciute. Nella prima parte della tesi introdurremo i concetti principale per 
la valutazione delle opzioni standard, per farsi di acquisire in modo lineare i 
concetti principali, per cercare di effettuare una analisi più completa. Dopo aver 
ripreso detti concetti, enunciamo la definizione di opzioni esotiche, raccontando 
le loro origini storiche. in tal contesto, parleremo delle caratteristiche del mercato 
su cui questi strumenti interagiscono, il cosiddetto mercato over the counter. 
Il secondo capitolo si apre con la classificazione delle opzioni esotiche, 
enunciando la loro definizione, ed evidenziando le formule in forma chiusa di 
valutazione. Le opzioni osservate sono le seguenti: 
-Packages; 
-Opzioni americane fuori standard; 
-Opzioni forward start; 
-Opzioni composte; 
-Opzioni chooser; 






In base alla complessità dell'opzioni elencate precedentemente, è difficile 
effettuare una valutazione con una formula chiusa, a tal proposito possiamo 
utilizzare altri metodi di valutazione, tra i quali troviamo il Metodo Monte Carlo. 
Il metodo Monte Carlo verrà analizzato ed enunciato nel capitolo 3, inoltre, in tal 
contesto descriveremo tutte le caratteristiche ad esso collegato (generazione di 
numeri casuali; riduzione della varianza). Il capitolo si conclude con la 
valutazione di una opzione enunciata nel capitolo precedente, l'opzione asiatica, 
con questo metodo. Questa valutazione verrà effettuata con l'ausilio del 
programma Excel e il linguaggio di programmazione Visual Basic. Da questa 
analisi siamo in grado di evidenziare che più osservazioni si effettuano più siamo 













Il modo delle opzioni esotiche è stato fonte di approfondimento accademico di 
molti studiasi degli ultimi anni; ma prima di affrontare l’argomento cardine del 
capitolo, evidenziamo le caratteristiche fondamentali delle opzioni standard. Cosi 
facendo, saremo in grado di analizzare in modo più adeguato le opzioni esotiche. 
 
1. Le opzioni standard. 
Un opzione finanziaria è uno strumento finanziario che conferisce il diritto di 
acquistare o di vendere un bene, a un prezzo prestabilito entro (o in 
corrispondenza di) una prefissata scadenza temporale.
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Il bene sottostante può essere rappresentato da azioni, indici azionari, merci, 
valute ecc. 
Si può evidenziare una prima distinzione in base a quando viene esercitato il 
diritto, infatti a seconda che il diritto può essere esercitato solo alla scadenza o 
durante il periodo compreso tra l’istante di stipulazione e la scadenza possiamo 
distinguere due tipi di opzione: nel primo caso avremo l’opzione europea mentre 
nel secondo caso avremo l’opzione americana. 
Inoltre, possiamo distinguere le opzioni in due grandi classi: l’opzione call e 
l’opzione put. 
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L’opzione call permette al possessore di acquistare una certa attività finanziaria 
ad un dato prezzo (prezzo di esercizio) dal sottoscrittore dell’opzione. Quindi, in 
tal circostanza, il possessore dell’opzione ha la facoltà di esercitare l’acquisto 
mentre il sottoscrittore, se tale opzione viene esercitata, ha l’obbligo di vendere 
l’attività sottostante al prezzo prefissato. 
L’opzione put permette al possessore di vendere una certa attività finanziaria ad 
un dato prezzo (prezzo di esercizio) al sottoscrittore dell’opzione. In questo caso, 
il sottoscrittore è obbligato ad acquistare una certa attività finanziaria ad un certo 
prezzo se e solo se il possessore esercita l’opzione di vendita. 
La facoltà di agire del possessore dell’opzione è l’elemento distintivo rispetto ai 
contratti forward e dai futures, nei quali il possessore di tali strumenti si impegna 
a comprare o vendere l’attività sottostante in una data futura. Un’altra differenza 
con questi derivati sta nel fatto che per sottoscrivere un opzione si ha un costo 
mentre negli altri due contratti non si deve pagare nessun premio per la 
sottoscrizione. 
Possiamo evidenziare le posizione che possono assumere i soggetti interessati nei 
contratti di opzione. 
In ogni opzione si ha una posizione lunga e corta, la prima corrisponde alla figura 
dell’acquirente dell’opzione, avendo la facoltà di agire o meno; mentre la 
posizione corta è associata al venditore dell’opzione in quanto esso agirà in base 
alla scelta del’acquirente dell’opzione di esercitarlo o meno. 
Vediamo graficamente questo ragionamento come viene rappresentato iniziando 
ad analizzare un opzione call, supponendo che il premio di sottoscrizione è pari a 
c e il prezzo di esercizio X. 
Rappresentiamo in un piano cartesiano il guadagno della posizione lunga, con 
ascissa il prezzo del sottostante e come ordinata il guadagno. Nella FIGURA 1.1 
possiamo notare che inizialmente la posizione lunga eserciterà un costo, pari al 
valore del premio per la sottoscrizione dell’opzione. Questa perdita ci sarà fino a 
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quando non verrà esercitata l’opzione. Fino a quando il prezzo del sottostante è 
inferiore al prezzo del esercizio, essendo una call, non conviene esercitare 
un’opzione perché andremmo ad acquistare un titolo sottostante ad un prezzo 
superiore rispetto a quello che vale attualmente. Mentre se il prezzo del 
sottostante è maggiore del prezzo del esercizio, l’opzione call conviene 
esercitarla in quanto si acquista il titolo sottostante ad un prezzo inferiore rispetto 
al suo valore di mercato, e si inizia a guadagnare solo quando il prezzo del titolo 
sottostante è maggiore della somma tra il prezzo del esercizio e il valore del 
premio per la sottoscrizione. 
 
 
FIGURA 1.1 Guadagno del possessore di una opzione call. Grafico realizzato su Excell supponendo di 
fissare un prezzo di esercizio pari a 10 e un premio di sottoscrizione pari a 5. 
 
Possiamo analizzare graficamente (FIGURA 1.2) la posizione corta in modo 
opposto al precedente ragionamento: fin quando la posizione lunga non esercita 
l’opzione, la posizione corta guadagna un importo pari al valore del premio 
richiesto per la sottoscrizione; altrimenti una volta esercitata l’opzione dal 
possessore, la perdita sarà pari alla differenza tra il valore del sottostante e il 















FIGURA 1.2 Guadagno del sottoscrittore dell’opzione call. Grafico realizzato su Excell supponendo di 
fissare un prezzo di esercizio pari a 10 e un premio di sottoscrizione pari a 5. 
 
 In modo speculare si può analizzare le opzioni put evidenziando i seguenti 
grafici, la FIGURA 1.3 rispecchia il guadagno della posizione lunga e la 
FIGURA 1.4 il guadagno della posizione corta. 
 
 
FIGURA 1.3 Guadagno del possessore di una opzione put. Grafico realizzato su Excell supponendo di 


























FIGURA 1.4 Guadagno del sottoscrittore di una opzione put. Grafico realizzato su Excell supponendo di 
fissare un prezzo di esercizio pari a 10 e un premio di sottoscrizione pari a 5. 
 
Ipotizziamo che un opzione europea standard emessa al tempo   , con un 
sottostante    al tempo di scadenza T, ad un prezzo di esercizio pari a K. 
Possiamo riassumere l’analisi di payoff di una call nella seguente formula 
           . 
Graficamente, può essere rappresentato in questo modo 
 























Quindi, come evidenziato prima, il detentore dell’opzione lo eserciterà se e solo 
se il valore dell’opzione è maggiore del prezzo dell’opzione. 
Mentre, per un opzione put il caso sarà opposto, perche il detentore dell’opzione 
la eserciterà se e solo se il valore del sottostante è inferiore al prezzo di esercizio, 
quindi il valore dell’opzione put può essere evidenziato con questa formula 
           . 
Graficamente si realizza un piano cartesiano cosi realizzato 
 
 
FIGURA1.5 Payoff per un possessore di una opzione put 
 
Quest’ultima analisi affrontata è relativa alla posizione del detentore, ma si può 
evidenziare un collegamento, in termini di payoff, tra la posizione lunga e quella 
corta: chi vende l’opzione ha un introito iniziale ma è soggetto ad una perdita 
potenziale, quindi il suo profitto (perdita) è pari alla perdita (profitto) di chi ha 
acquistato l’opzione. 
Matematicamente possiamo riassumere questo ragionamento con queste formule: 
se stiamo parlando di un opzione call europea si ha questa equazione 
















mentre se stiamo parlando di un opzione put si avrà questa opzione 
                        . 
Un altro elemento di distinzione delle opzioni dipende dal confronto tra il prezzo 
di esercizio e il valore del sottostante: 
 At the money, il prezzo corrente dello strumento è uguale al prezzo di 
esercizio; 
 In the money, la differenza dei due valori è favorevole al compratore 
dell’opzione; quindi nell’opzione put si evidenzia questa circostanza 
quando il prezzo del sottostante è minore del prezzo di esercizio; mentre 
in una opzione call si ha una situazione opposta; 
 Out of the money, la differenza dei due valori è sfavorevole al compratore 
dell’opzione; quindi in una opzione call si evidenzia questa circostanza 
quando il prezzo del sottostante è minore del prezzo di esercizio, mentre 
in una opzione put si avrà la situazione opposta. 
 
 CALL PUT 
AT THE MONEY           
IN THE MONEY           
OUT OF THE MONEY           
TABELLA 1.1 Classificazione delle opzioni in base al confronto tra il prazzo di esercizio e il valore del 
sottostante 
 
Conclusa la parte concettuale sulle opzioni evidenziamo, in modo sintetico, come 
il prezzo di un opzione potrebbe essere influenzato da diversi elementi. Per 
affrontare questa analisi prendiamo in esame una classica opzione con sottostante 
un azione, essa è influenzata da sei elementi: 
1) Il prezzo corrente dell’attività sottostante; 
2) Il presso di esercizio; 
3) La scadenza; 
4) La volatilità del sottostante; 
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5) Il tasso di interesse; 
6) I dividendi. 
L’effetto che i primi due elementi della lista sopracitata hanno sul valore di un 
opzione è facilmente intuibile: se aumenta il prezzo del titolo sottostante, 
aumenterà (diminuirà) il valore dell’opzione call (put) collegata. Allo stesso 
modo, più alto è il prezzo di esercizio rispetto al prezzo del sottostante, più basso 
risulterà il valore della call in quanto sarà maggiore la probabilità che l’opzione 
risulti out of the money al momento dell’esercizio.2 
Mentre inerente al terzo punto notiamo che un contratto di opzione ha una 
scadenza lontana implica il fatto che il prezzo corrente dell’attività sottostante 
potrebbe subire molte variazioni, sperando di riuscire ad assumere un valore 
favorevole, quindi maggiore risulterà il prezzo che l’acquirente sarà disposto a 
pagare per avere tale opzione. 
La volatilità del sottostante esprime la variabilità del prezzo dell’attività 
sottostante rispetto la sua media. Quindi più elevata è la volatilità del sottostante, 
maggiore è la probabilità che l’operazione finisca in the money registrando un 
effetto positivo sull’opzione, sia nel caso di una call che nel caso di una put. 
Il quinto , il tasso di interesse, è un elemento molto importante che determina il 
prezzo a termine del titolo sottostante. Quindi all’aumento dei tassi di interesse, i 
prezzi di esercizio a termine diminuiscono, il che si traduce in un aumento di 
valore per le opzioni call e una riduzione per le opzioni put. 
Infine, abbiamo i dividendi, essi fanno diminuire il prezzo dell’azione nel giorno 
di stacco. Si tratta di una cattiva notizia per il valore di un opzione call e di una 
buona per il valore di una opzione put. 
Possiamo sintetizzare ciò enunciato prima in un’unica tabella (TABELLA1.2), 
evidenziando gli effetti di ogni elemento sul prezzo, sia nel caso di una opzione 
call che nel caso opposto. 
                                                             
2
 KPMG, Gli strumenti derivati. Il nuovo manuale operativo per la banca e la finanza, II edizione, 








PREZZO D’ESERCIZIO - + 
SCADENZA + + 
VOLATILITA’ + + 
TASSO D’INTERESSE + - 
DIVIDENDI - + 
TABELLA 1.2 Elementi che influenzano il prezzo di una opzione standard con sottostante un’azione 
ordinaria 
  
2. Il pricing delle opzioni standard. 
Nel paragrafo precedente abbiamo elencato tutti gli elementi che influenzano il 
prezzo dell’opzione, ora evidenziamo dei modelli di pricing. 
I due modelli di pricing delle opzioni più conosciuti sono: il modello di 
valutazione Black & Scholes e il modello degli alberi binomiali. Il primo modello 
ipotizza una distribuzione di probabilità continua dei prezza (il numero dei valori 
che può assumere la variabile del prezzo è infinita), invece il secondo modello 
ipotizza una probabilità discreta dei prezzi (il numero di valori che può assumere 
la variabile del prezzo è finita). 
In entrambi i metodi, gli investitori sono neutrali nei confronti del rischio 
finanziario, quindi per la valutazione dell’opzione verrà utilizzato il tasso privo 
di rischio. 
Il valore economico dell’opzione viene calcolato come il valore medio dei 




Analizziamo singolarmente i metodi introdotti pocanzi, evidenziando i concetti 
principali. 
                                                             
3
 KPMG, Gli strumenti derivati. Il nuovo manuale operativo per la banca e la finanza, II edizione, 
Edibank, Roma, 1998. 
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2.1 Modello di valutazione di Black & Scholes. 
 Il modello di valutazione di Black & Scholes è stato introdotto agli inizi degli 
anni ’70 da Fischer Black e Myron Scholes nell’articolo “The pricing of options 
and corporate liabilities” nella rivista Journal of Political Economy. Un 
contributo molto importante a tale modello è stato apportato da Robert Merton, 
rendendolo molto più snello da poter usare.
4
 
La formula di questo modello più utilizzata è quella rappresentata da Merton, 
ottenuta modificando la formula originale, considerando, a differenze 
dell’originale. La possibilità dell’azione di pagare i dividendi durante la vita 
dell’opzione. Quindi il prezzo di una opzione put o call di tipo europeo si calcola 
nel seguente modo: 
                      
             
 
                      
              
Dove 
   
   
 
        
 
  
       
     
 
Che rappresenta il coefficiente delta
5
 mentre    rappresenta la probabilità che 
l’opzione sia in the money al tempo t, e si calcola con tale formula 
            
Mentre le altre variabili corrispondono: 
                                                             
4
 Nel 1997 l’importanza del modello è stata riconosciuta con l’assegnazione del premio Nobel per 
l’economia a Myron Scholes e Robert Merton. Portroppo Fischer Black è morto nel 1995, altrimenti il 
premio sarebbe stato assegnato, senza dubbi, anche a lui. John C. Hull, Opzioni, futures e altri derivati, 
VII edizione, Pearson, 2009, pagina 289. 
5
 Il coefficiente delta di una opzione misura la sensibilità del prezzo dell’opzione al variare del prezzo del 
sottostante. KPMG, Gli strumenti derivati. Il nuovo manuale operativo per la banca e la finanza, II 
edizione, Edibank, Roma, 1998, pagina 110. 
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e= numero di Nepero, esso è costante ed è pari a 2.718287828..; 
r= tasso di interesse a breve privo di rischio; 
T= data di scadenza dell’opzione 
N= funzione di probabilità normale cumulata; 
 = volatilità, espressa su base annua, del prezzo dell’opzione; 
K= prezzo di esercizio; 
S= prezzo di mercato; 
q= tasso di rendimento dell’azione, sapendo che si attualizzano tutti i dividendi 
attesi al momento della valutazione. 
 
2.2 Modello degli alberi binomiali. 
Una tecnica molto diffusa per valutare le opzioni su azioni è il c.d. Albero 
Binomiale, si tratta di un albero che rappresenta i diversi sentieri che il prezzo 
potrebbe percorrere durante la vita delle opzioni. L’assunzione base è che il 
prezzo dell’azione segue una random walk (passeggiata casuale). 
Per semplicità supponiamo che il valore può avere due possibilità: up o down, 
quindi aumenta o diminuisce ad un determinato tasso. Il tasso di crescita 
ipotizziamo che sia  , che assumerà un valore maggiore di 1; mentre il tasso di 
decrescita sarà  , che per semplicità sarà pari 
 
 
 e assumerà valori tra 0 e 1.  
Inoltre, immaginiamo che si avrà un aumento del prezzo con probabilità   e uan 
diminuzione del prezzo con probabilità      . 
Quindi nel primo intervallo avremo che, dal primo nodo (dove troviamo il valore 
iniziale del titolo sottostante, indicato con   ) si apre un bivio: un incremento del 
prezzo al tasso  , registrando un valore pari a    , con una probabilità ad 
evidenziarsi pari a  ; oppure, il caso opposto, un decremento del prezzo al tasso 
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 , registrando un valore pari a       
 
 
, con una probabilità a verificarsi pari a 











    FIGURA 1.5 Albero binomiale nel primo intervallo di tempo. 
 
Questo ragionamento viene ripetuto per ogni nodo, moltiplicando, ogni volta, per 
il coefficiente   in caso di crescita e per il coefficiente   in caso di decrescita. 
Possiamo notare dal grafico successivo che in molti nodi si ritorna nel prezzo 
iniziale, in quanto la struttura ipotizza che un movimento up seguito da uno 






















     
   
 
 
    
 








Questa è un infarinatura di concetti che ci permette di eseguire in modo più 
adeguato l’analisi sulle opzioni esotiche. 
 
3. Opzioni esotiche: caratteristiche generali. 
L’ingegneria finanziaria ha creato da pochi anni una nuova tipologia di opzioni, 
le c.d. Opzioni Esotiche. 
Le loro origini sono legate alla nascita del Chicago Board of Options Exchange 
che portò ad uno sviluppo esplosivo dei volumi di negoziazione delle opzioni di 
tipo standard. Questa diffusione ha fatto sì che tale strumento si affiancasse 
maggiormente al trading e ogni opzione non compatibile con quella standard 
venisse classificata come opzione esotica. 
L’aggettivo esotico è stato attribuito negli ultimi anni ed esistono varie ipotesi in 
merito a tale attribuzione. La rivista Slate Magazine ha presentato nel luglio del 
2010 un articolo dove si discute in merito a tale curiosità, intitolato “Why do we 
call financial istrumental “Exotic”?” di Brian Palmer.6 L’autore ipotizza l’inizio 
della popolarità di questo termine intorno al 1990 quando il professore Mark 
Rubistein presentò il lavoro intitolato “Exotic Options”, pubblicato insieme a 
Eric Reiner nel 1992. Nonostante, evidenzia Palmer, in precedenza già diversi 
soggetti hanno utilizzato detto termine, per esempio, racconta nell’articolo che, 
nel 1980 l’allora presidente della Federale Reserve, Paul Volcker usava il 
termine esotico per descrivere il strumenti finanziari rischiosi. 
Inoltre, nell’articolo è curioso leggere che Rubistein non ricorda il vero motivo 
per cui ha scelto tale parola e si ipotizzano diverse teorie. In primo luogo, alcune 
categorie di opzioni sono distinte per le loro origini geografiche, infatti nel 1987 
dei dirigenti di una banca americana in sede a Tokyo hanno emesso per la prima 
volta delle opzioni asiatiche. Il fascino “caldo” di queste nuove operazioni ha 
portato Rubistein ad attribuirle al termine esotico. 
                                                             
6
 Brian Palmer, 14/07/2010. “Why do we call financial istrumental “Exotic”?”in, Slate Magazine 
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In secondo luogo, Rubistein aveva già utilizzato questo termine nel suo 
precedente lavoro che si basava sulla ricerca di una nuova tattica-scommessa che 
garantiva dei profitti. 
In questo articolo Brian Palmer ha ipotizzato il motivo della coniazione del 
termine esotico, senza però trovare un elemento plausibile. 
 Per Opzioni esotiche si intendono tutte le opzioni che, per qualche motivo legate 
all’attività sottostante o alle condizioni relative alla modalità di prezzo o di 
tempo, si differenziano dalle opzioni standard. 
Lo sviluppo di questi prodotti finanziari è legato a diverse ragioni: 
 Rispondono a valide esigenze di copertura da parte degli operatori; 
 Motivi fiscali, contabili, legali o regolamentari li rendono particolarmente 
appetitosi per le tesorerie della società; 
 Disegnati in modo da riflettere la particolare opzione di uno speculatore 
sulla futura evoluzione di una certa variabile di mercato; 
 Vengono proposti dalle banche di investimento in modo da apparire agli 




Questi prodotti vengono usati dalle banche di investimento, anche se soltanto in 
piccola parte del loro portafoglio, perché consentono di raggiungere margini di 
intermediazione molto più elevati rispetto a quelli standard. 
 
4. Mercati Over the Counter (OTC). 
Una caratteristica molto particolare delle opzioni esotiche consiste nel fatto che 




                                                             
7
 Vitelli F., Contratti derivati e tutela dell’acquirente, Giappichelli Editore, Torino, 2013, pagina 90. 
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I mercati OTC possono essere definiti come reti (networks) di mediatori (dialer) 
collegati fra loro da sistemi di tipo informatico (telefonini, computer), 
caratterizzati da un grado notevole di complessità e di strutturazione: si registra 
l’incontro di due parti, da un lato un trailer che lavora per conto di una istituzione 
finanziaria o per un fondo di investimento dell’altra abbiamo un analoga figura.9 
Quindi possiamo distinguere i contratti derivati conclusi nei mercati 
regolamentati (derivati uniformi o standard) con i contratti conclusi nei mercati 
non regolamentati o OTC. 
I contratti non standard sono quei contratti conclusi in mercati non regolamentati 
e vengono negoziati liberamente dalle parti, quindi si evidenzia la libera 
autonomia delle parti nel costituire il contratto di compravendita, potendo 
decidere, in modo indipendente, la struttura e gli interessi negoziali da inserire 
nel contratto. 
Al contrario, i contratti uniformi sono negoziati nei mercati regolamentati e 
hanno una struttura contrattuale standard che porta ad avere poca autonomia delle 
parti. 
Pertanto, mentre nei contratti uniformi si ha più trasparenza sul rischio e sulla 
contrattazione, nei derivati OTC, beneficiando lo status di negozio a formazione 
libera, si ha una difficoltà nell’individuare con esattezza l’oggetto e le forme di 
tutela. Mentre da un punto di vista istituzionale, in entrambi non si rilevano 
differenza, essendo ambedue dei contratti, dal punto di vista pratico nei derivati 
OTC si devono fissare le forme di garanzia, altrimenti le parti rimarrebbero 
sprovviste. 
                                                                                                                                                                                  
8
 Letteralmente è stato attribuito questo termine a detti mercati in quanto significa letteralmente “al 
banco”, questo termine è stato coniato nella Borsa di Chicago, dove nella sala di contrattazione c’era un 
grande orologio, una volta chiuso il mercato, gli operatori si recavano sopra l’orologio per proseguire, in 
modo informale, le contrattazioni nei banconi dei bar circostanti. Ivi, pagina 74. 
9
 Ivi, pagina . 
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È da notare che la libertà evidenziata nei derivati non standardizzati presenta 
delle piccole limitazioni, in quanto ciascun contratto derivato presenta un nucleo 
costruttivo minimo che permetti di differenziarlo dagli altri strumenti finanziari. 
Prima della crisi iniziata nel 2007, detti mercati erano non regolamentati. In 
seguito al 2008 molti governi si stanno interrogando sull’opportunità di 
conservare tali strumenti o di regolarizzarli, infatti negli ultimi anni si sono 
registrate delle modifiche comunitarie per ridurre le problematiche attinenti alla 
contrattazione di derivati finanziari su mercati non regolamentati. 
Uno degli interventi comunitari più importati in questo campo si è avuto nel 16 
agosto 2012 quando è entrato in vigore il regolamento EMiR (European Market 
infrastrutture Regulation). 
Ai sensi dell’articolo 1 comma1 dell’EMiR fissa obblighi di compensazione e di 
gestione del rischio bilaterale per i contratti derivati over the counter, obblighi di 
segnalazione per i contratti derivati e obblighi uniformi per l’esercizio delle 
attività delle controparti centrali (CCP)
10




Esso si applica alle CCP e ai partecipanti diretti, alle controparti finanziarie; ai 
repertori di dati sulle negoziazioni e inoltre alle controparti non finanziarie, tali 
soggetti sono elencati all’articolo 1 comma 2 del corrente regolamento mentre i 
commi successivi elencano i soggetti esclusi. 
                                                             
10
 «CCP»: una persona giuridica che si interpone tra le controparti di contratti negoziati su uno o più 
mercati finanziari agendo come acquirente nei confronti di ciascun venditore e come venditore nei 
confronti di ciascun acquirente. REGOLAMENTO (UE) N. 648/2012 DEL PARLAMENTO EUROPEO 
E DEL CONSIGLIO del 4 luglio 2012 sugli strumenti derivati OTC, le controparti centrali e i repertori di 
dati sulle negoziazioni, articolo 2, numero 1. 
11
 «repertorio di dati sulle negoziazioni»: una persona giuridica che raccoglie e conserva in modo 
centralizzato le registrazioni sui derivati .REGOLAMENTO (UE) N. 648/2012 DEL PARLAMENTO 
EUROPEO E DEL CONSIGLIO del 4 luglio 2012 sugli strumenti derivati OTC, le controparti centrali e i 
repertori di dati sulle negoziazioni, articolo 2, numero 2. 
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Quindi il regolamento EMiR identifica tre categorie di soggetti: le controparti 
finanziarie
12
(che sono tutti i soggetti finanziari autorizzati); le controparti non 
finanziarie (sono imprese diverse da quelle elencate prima e dalle CCP); e infine, 
le controparti non finanziarie qualificate (si differenziano da quelle non 
finanziarie per il fatto che il valore nozionale lordo del portafoglio di strumenti 
derivati per i quali non sia oggettivamente misurabile la capacità di ridurre i 
rischi direttamente legati all’attività commerciale o di finanziamento di tesoreria 




Gli obblighi elencati nel Regolamento EMiR
14
 si distinguono in base al tipo di 
controparte, in particolare: 
a) Le controparti finanziarie devono eseguire l’obbligo di clearing, cioè 
sottoporre a compensazione mediante controparte centrale i derivati OTC; 
b) Le controparti non finanziarie, invece devono rispettare l’obbligo di 
verificare sul valore del portafoglio degli strumenti derivati OTC che non 
sia superiore al valore di compensazione. 
c) Infine, le controparti non finanziarie qualificate devono rispettare 
l’obbligo di notificare alla Consob e all’ESMA l’avvenuto superamento e 
l’eventuale ritorno nei limiti delle soglie; e l’obbligo di clearing per i 
contratti riconosciuti per legge, che hanno superato la soglia. 
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 «controparte finanziaria»: un’impresa di investimento autorizzata ai sensi della direttiva 2004/39/CE, 
un ente creditizio autorizzato ai sensi della direttiva 2006/48/CE, un’impresa di assicurazione autorizzata 
ai sensi della direttiva 73/239/CEE, un’impresa di assicurazione autorizzata ai sensi della direttiva 
2002/83/CE, un’impresa di riassicurazione autorizzata ai sensi della direttiva 2005/68/CE, un OICVM e, 
se del caso, la sua società di gestione, autorizzata ai sensi della direttiva 2009/65/CE, un ente 
pensionistico aziendale o professionale ai sensi dell’articolo 6, lettera a), della direttiva 2003/41/CE e un 
fondo di investimento alternativo gestito da GEFIA autorizzati o registrati ai sensi della direttiva 
2011/61/UE. REGOLAMENTO (UE) N. 648/2012 DEL PARLAMENTO EUROPEO E DEL 
CONSIGLIO del 4 luglio 2012 sugli strumenti derivati OTC, le controparti centrali e i repertori di dati 







Per tutte e tre le categorie è previsto l’obbligo di applicare tutte le tecniche di 
mitigazione del rischio per i contratti non sottoposti a compensazione mediante 
controparte centrale. 
A livello comunitario e nazionale questo tema è ancora in discussione, infatti 




Un vantaggio chiave di questi mercati è rappresentato dal fatto che le condizioni 
contrattuali non devono necessariamente corrispondere a quelli fissati dalle 
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 Il 12 Febbraio 2014 entra in vigore contemporaneamente in tutta l'Unione Europea l'obbligo di 
segnalare alle Autorità di Vigilanza i dettagli tutte le operazioni effettuate in strumenti finanziari 
derivati.L'articolo 9 del Regolamento EMIR (UE n. 648/2012 del 4 luglio 2012), prevede infatti che tutte 
le transazioni finanziarie eseguite su prodotti derivati sia OTC (Over the Counter) che quotati su mercati 
regolamentati (Exchange Trade Derivatives), devono essere segnalate a Repertori di Dati centrali 
certificati dall'Autorità di Vigilanza Europea sui mercati Finanziari (ESMA). Tale normativa mira a 
raggiungere un maggior livello di trasparenza e di conseguire una riduzione del rischio sistemico sul 
mercato dei derivati negoziati permettendo all'Autorità Europea ed a tutte le Autorità Nazionali l'accesso 
ai dati di tutte le operazioni effettuate sul territorio europeo. Guido Pulcher, 11/02/2014. “Regolamento 
EMIR: dal 12.02.2014 in vigore l’obbligo di segnalazione degli strumenti finanziari derivati” in Il sole 
24 ore. 
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Dopo aver introdotto precedentemente le opzioni esotiche, in questo capitolo 
presenteremo la numerosa famiglia delle opzioni esotiche, infatti al suo interno si 
riconoscono un numero molto elevato di strumenti finanziari. Detta famiglia si 
alimenta giorno per giorno, ogni qualvolta degli economi, ingegneri o un 
qualsiasi studioso introduce un opzione con caratteristiche diverse dalle opzioni 
standard e da quelle già appartengono alla famiglia esotica. In questo elaborato 
evidenzieremo le categorie più usate nel mercato e le più conosciute. 
 
1. Alle basi della classificazione. 
Come detto pocanzi, si tratta di una disciplina in stato di crescita infatti, in 
letteratura si trovano innumerevoli studi di ricerca riguardante questo tema. 
Questa situazione porta a non aver un organica classificazione, visto l’argomento 
così innovativo, ogni studioso crea classi e sottoclassi in base al suo studio. 
Tra la letteratura consultata
17
 è interessante evidenziare questa prima 
classificazione visto la sua organicità. 
Possiamo vedere come il valore delle opzioni esotiche possono essere 
condizionati da alcuni elementi, se ne individuano sei: 
1) Tempo (time dipendence); 
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3) Sentiero dipendenti (path dipendence); 
4) Dimensione; 
5) Ordine; 
6) Assorbimento decisioni. 
Contratti di opzioni dipendenti dal tempo sono molto comuni, infatti esistono 
opzioni esotiche in cui il loro valore dipende da una data o da un certo periodo 
che in gergo economico vengono definite Opzioni bermuda o time 
inhomogeneous. 
Questa dipendenza non comporta un notevole cambiamento rispetto alla 
valutazione dalle opzioni ordinarie ma ti porta a essere più cauti ad usare certi 
metodi, in quanto detta dipendenza comporta delle restrizioni al momento della 
dipendenza. 
Per analizzare il secondo elemento dobbiamo introdurre la c.d. jump condition, se 
immaginiamo che un contratto paghi al possessore un ammontare   al tempo   , 
e con   
  e   
  individuiamo il tempo prima e dopo il pagamento del cashflow; per 
evitare arbitraggi si deve rispettare detta condizione 
    
       
     
Se non si rispetta questa condizione, allora si evidenzieranno delle situazioni di 
arbitraggio. 
Se il contratto dipende da una variabile lineare, allora       ; quindi il cashflow 
dipende dal titolo  . 
Può succedere che il valore del cashflow diventa indeterminabile, questo rende il 
modello poco onesto, con la possibilità di creare dei arbitraggi. 
In tal caso possiamo variare la condizione sopra citata sostituendo il valore del 
cashflow con il suo valore atteso 
    
       
       . 
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Questo si esercita se il cashflow è discreto, ma se esso è una variabile continua la 
jump condition non si applica nel lungo periodo. 
Quindi pagamenti continui di cashflow possono cambiare l’equazione di 
valutazione. 
Il prossimo elemento (path dependance)è stato fonte di interesse per molti 
studiosi, in questo caso il valore dell’opzione dipende dal sentiero che il prezzo 
del sottostante intraprende. In base alla complessità del sentiero possiamo 
distinguere tra forti e deboli. 
Quelle forte, come le opzioni asiatiche, vista le alte dimensioni comportano 
tempi più lunghi e procedimenti complessi per calcolare il loro valore. 
Cosa ben diversa sono quelle deboli, come le opzioni binarie, dove la loro 
valutazione si risolve con procedimenti molto rapidi. 
La dimensione corrisponde al numero di variabili indipendenti sottostanti per 
effettuare la valutazione. Alle opzioni standard si riconosce una dimensione di 
secondo ordine, visto che essa dipende da due variabili. Più alta è la dimensione 
più complesso sarà il metodo di valutazione da utilizzare.
18
 
L’ordine di un’opzione è usato per valutare le opzioni su opzioni. Si attribuisce il 
primo livello alle opzioni standard visto che il loro payoff dipende solo dal titolo 
sottostante. Mentre il secondo livello è attribuito a un opzione che ha come 
sottostante un’altra opzione. E cosi via. 
In questo contesto, la valutazione consigliata è paragonata a una “torta a strati”, 
dove si inizia a lavorare sui piani più bassi per poi arrivare ai livelli successivi. 
Possiamo rappresentare una tabella detta classificazione 
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 Questo elemento ha alcune limitazioni, in quanto molte opzioni esotiche presentano dimensioni simili 
alle opzioni standard, quindi portandoli ad utilizzare gli stessi metodi di valutazione, ma ciò può condurre 




TABELLA 2.1 Classificazione dell’opzioni esotiche. Tratto dal libro Willmott Paul, Paul Willmott on 
quantitative finance, II volume, II edizione, Chichester : Wiley, 2006, pagina 383. 
 
2. Le diverse tipologie di opzioni esotiche 
Inizialmente Rubinstein nel suo articolo
19
 del 1991 riconosce 11 categorie, ma 
alla luce delle veloci dinamiche con cui si sviluppa tale settore, questa prima 
classificazione non può che essere solo parziale. 
In tal contesto ci limitiamo ad approfondire le categorie di opzioni esotiche più 
conosciute, evidenziando le loro caratteristiche e se è possibile esplicando una 




I packages o pacchetti sono portafogli formati da call europee ordinarie, put 
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 Rubistein M., “Exotic Options”, << Working Papers>>, University of California at Berkeley, 1991a. 
20
 Questa analisi è fatta con l’ausilio di uno dei libri attuali più aggiornati negli ultimi anni, John C. Hull(a 
cura di Emilio Barone), Opzioni, futures e altri derivati, IX edizione, Pearson, 2015. 
• Opzioni bermuda; 
 TEMPO 
• Opzioni swap CASHFLOWS 
• Opzioni Barriera; 
• Opzioni Asiatiche; 
• Opzioni Lookback; 
PATH DEPENDENCE 
• Multis-asset; 
• opzioni sentiero dipendenti forti; DIMENSIONE 
• Opzioni Composte 
 ORDINE 
• Opzioni Chooser 





Caratteristica molto comune di questi strumenti è di avere un costo iniziale nullo, 
un esempio di strumenti finanziari cosi fatti sono i range forward. 
I range forward sono una varianza dei contratti forward originali, vengono 
utilizzati per coprire il rischio di cambio con un meccanismo un po’ diverso dagli 
originali. 
Nel rage forward possiamo individuare due tipologie: corto e lungo. Il primo 
composto da una posizione lunga su un’opzione put e da una posizione corta su 
una call. Mentre quello lungo corrisponde alla situazione opposta. In generale, si 
effetuano queste combinazioni cercando di annullare il valore iniziale del range 
forward. 
In questa categoria, è facilmente dimostrabile, la possibilità di combinare due o 
più strumenti finanziari annullando il costo iniziale.
22
 
2.2 Opzioni Americane Fuori Standard. 
Come definito nel primo capitolo, l’opzione americana, a differenze dell’opzione 
europea, può essere esercitata in qualsiasi istante durante la vita dell’opzione. 
Quando un’opzione americana, non presenta in modo lineare queste 
caratteristiche, la si classifica come opzione americana fuori standard. 
In questa categoria rientrano le c.d. Opzioni bermuda, cioè quando l’esercizio 
limitato può essere esercitato solo in alcune date prima della scadenza. 
Per rientrare in questa categoria un’opzioni americana dovrebbe avere delle 
modifiche nell’importo o nel prezzo richiesto per la sottoscrizione. 
Per queste opzioni è molto utile uno strumento di valutazione l’albero binomiale 
con l’unica differenza che, per ogni nodo consentito si calcola la convenienza 
dell’uscita anticipata dell’esercizio. 
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  John C. Hull(a cura di Emilio Barone), Opzioni, futures e altri derivati, IX edizione, Pearson, 2015, 
pagina 627. 
22
 In questa categoria ne rientrano molti tipo di opzioni, è interessante approfondire l’analisi nel seguente 
articolo: Basso A.; Pianca P. (1996), “Introduzione alla valutazione delle opzioni esotiche” in, IL 
RISPARMIO, vol. XLIV, pp. 1211-1233. 
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2.3 Opzioni Forward Start. 
Le opzioni forwars start o con decorrenza posticipata sono opzioni che vengono 
pagate ora ma decorrono da una certa data futura.
23
 
Quindi si evidenziano tre istanze di tempo   ,    e   . Nel primo istante di tempo 
vengono emesse; nel secondo inizia a decorrere l’opzione fino alla scadenza     . 
Solitamente questa opzione agisce in modo da essere at the money nel momento 
in cui inizia a decorrere. 
Analizziamo il caso della forward start call stipulato al tempo    ad un prezzo    
e inizia a decorrere at the money al tempo   , avendo un prezzo di esercizio in 
quest’attimo pari a   . 
Per valutare tale opzione, sapendo che il valore at the money dell’opzione call è 




con   che corrisponde al valore corrente dell’opzione. 
Assumendo che stiamo valutando in una situazione neutrale al rischio, il valore 
corrente sarà 
     




Dove    indica le aspettative in modo neutrale verso il rischio. 
Sapendo che   e    sono noti e           
       , effettuando le adeguate 
sostituzioni si avrà 
      
     
Notiamo che se il valore dei dividendi (q) è nulla detta opzione sarà uguale ad 
una call ordinaria at the money con la stessa vita dell’opzione forward start. 
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All’interno di questa categoria rientra una particolare opzione che ha particolari 
caratteristiche, essa viene definita Tandem. 
L’opzione Tandem è un insieme di opzioni forward start collegate fra loro 
tramite una struttura particolare: prendendo un periodo di riferimento, dal tempo 
0 al tempo   , e dividendolo in   sottoperiodi di ampiezza 
  
 
. Chi detiene questa 
tipo di opzione equivale a detenere n opzioni call europee che vengono 
consegnate in ogni istante temporale.
24
 
Possiamo effettuare un analisi veloce individuando le sue principali proprietà: 
individuiamo con   l’opzione forward start che compongono quella tandem, 
sapendo che quest’ultima è composta da   opzioni forward start, essa potrà 
essere rappresentata da questo valore   . 
In letteratura
25
, si evidenziano dette proprietà: 




2. Il valore di un opzione tandem cresce all’aumentare del numero dei 
periodi d’esercizio, cioè           ; 
3. Infine, un opzione tandem è più sensibile di un’opzione call ordinaria, sia 
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 Basso A.; Pianca P. (1996), “Introduzione alla valutazione delle opzioni esotiche” in, IL RISPARMIO, 
vol. XLIV, pp. 1211-1233. 
25
 Blazenko G.W., Boyle P.P., Newport K.E., “Valuation of tandem options” in, Advaces in futures and 
options research, vol. IV, 1990, pp. 39-49. 
26
 I motivi che dimostrano questa proprietà sono i seguenti: 
a) Se l’andamento del prezzo del bene sottostante l’opzione è crescente, allora l’opzione tandem 
permette di beneficiare prima della scadenza; 
b) Se l’andamento è prima crescente e poi decrescente, l’opzione tandem riesce a sfruttare i periodi 
favorevoli; 
c) Invece in caso di decrescita,il prezzo d’esercizio dei singoli esercizi decresce e il guadagno che 
si può eseguire da una rimonta risulta più consistente in un’opzione tandem. 
Basso A.; Pianca P. (1996), “Introduzione alla valutazione delle opzioni esotiche” in, IL RISPARMIO, 
vol. XLIV, pp. 1211-1233. 
35 
 
2.4 Opzioni Composte. 
Le opzioni composte sono opzioni che hanno un sottostante un’altra opzione, 
quindi un’opzione su un opzione. 
Fonte di interesse per lo studioso Robert Geske che nel 1979 ha pubblicato un 
articolo
27
 inerente alla valutazioni di dette opzioni. 
Tale strumento finanziario avrà due date d’esercizio, una rappresenterà la data di 
scadenza dell’opzione composta     , mentre l’altra rappresenta la scadenza 
dell’opzione sottostante    . 
Oltre ad avere due scadenze ha anche due prezzi d’esercizio: il prezzo con cui 
l’opzione sottostante può essere venduta o acquistata     e il prezzo d’esercizio 
relativo all’opzione sottostante    . 
In questa categoria rientrano quattro sottocategorie: 
1) CALL su CALL; 
2) PUT su CALL; 
3) CALL su PUT; 
4) PUT su PUT. 
Il metodo per la valutazione di queste quattro categorie usa lo stesso 
meccanismo, quindi in seguito mostreremo il ragionamento seguito per 
analizzarne una, CALL su CALL, e dopo enunceremo solo i risultati delle altre 
opzioni. 
L’opzione composto al tempo    verrà esercitata se e solo se il valore 
dell’opzione sottostante, in tale data, è maggiore di   . 
Una distribuzione normale bivariata in termini integrali ti permette di valutare in 
modo più idoneo le opzioni composte.
28
 
                                                             
27




Quindi il valore di una call europea scritta su una call europea è: 
      
             
  
  
     
             
  
  
               
Dove 
   
   
  
         
  
    
    
  
            
   
   
  
  
       
  
    
    
  
            
La funzione          corrisponde alla funzione di distribuzione normale 
bivariata, cioè la probabilità cumulata che la prima variabile di una normale 
bivariata standardizzata sia minore di   e che la seconda variabile sia minore di 
 , quando il coefficiente tra le due variabili è uguale a  .29  
La variabile    è il prezzo dell’azione, quindi se il prezzo dell’azione risulta 
maggiore a tale valore, la prima opzione viene esercitata; altrimenti l’opzione 
scade. 
Come enunciato prima, di seguito elenchiamo le formule di valutazione delle 
altre tipologie apparteneti alle opzioni composte: 
 PUT su CALL (europee entrambe) 
                                                                                                                                                                                  
28
 Tale valutazione si assume se e solo se si assume un moto geometrico Browniano (un processo 
stocastico, in tempo continuo, in cui il logaritmo della quantità, variabile nel tempo, segue dei movimenti 
disordinati delle particelle). 
29
 John C. Hull (a cura di Emilio Barone), Note Tecniche. Opzioni, futures e altri derivati, IX edizione, 
Pearson, 2015, Nota Tecnica 5, pp. 9-10. 
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 CALL su PUT (europee entrambe) 
      
               
  
  
     




                
 PUT su PUT (europee entrambe) 
      
               
  
  
     




               
2.5 Opzioni Chooser. 
Nel tempo si sono create delle opzioni in cui, per un lasso di tempo, il possessore 
può scegliere se l’opzioni siano di tipo put o call. Questa possibilità si allontana 
dalla classica opzione, creando una nuova figura esotica, che prende il nome di 
Opzioni chooser oppure as you like it, che letteralmente vuol dire ‘come vi pare’. 
Supponendo che al tempo   chi possiede l’opzione può decidere se assumere una 
posizione rialzista (call) oppure una posizione ribassista (put) del titolo 
sottostante. 
Quindi, il valore dell’opzione chooser sarà pari al massimo termine tra il valore 
della call sottostante   o il valore della put sottostante  . 






2.6 Opzioni con Barriera. 
Le opzioni con barriera sono opzioni il cui valore finale dipende dal fatto che il 




Le sue caratteristiche gli permettono di essere meno caro degli altri strumenti in 
circolazione, per tal motivo sono molto usati. 
Essi nei mercati americani non ufficiali (OTC) sono negoziati già dal 1967, in 




Possiamo effettuare una prima distinzione in opzioni soggette a cancellazione e 
opzioni in attesa di validazione, che in gergo tecnico vengono rispettivamente 
chiamate known-out e known-in. Al loro interno si riconoscono delle sotto 
categorie, che sono facilmente illustrate nella seguente tabella. 
 
TABELLA 2.2 Classificazione delle Opzioni con barriera 
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 John C. Hull (a cura di Emilio Barone), Opzioni, futures e altri derivati, IX edizione, Pearson, 2015, 
pagina 635. 
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In generale, le opzioni knock-out cessano di esistere quando il valore del prezzo 
dell’attività sottostante raggiunge un determinato livello; mentre le opzioni in 
attesa di validazione iniziano ad esistere quando il prezzo raggiunge un 
determinato valore.  
In ambito accademico, la prima formula di valutazione in forma chiusa è stata 






 le opzioni down-and-in calls, sono opzioni ordinarie che 
iniziano ad esistere solo quando il prezzo dell’attività sottostante scende al 
disotto della barriera H. 
La barriera H può essere un valore costante per tutta la durata del contratto, ma in 
molti contratti è una funzione crescente con l’avvicinarsi della scadenza. 
Se H è minore o uguale del prezzo corrente del’attività sottostante    , il valore 
di una down-and-in calls sarà 
          









    
         
Dove 
  






   
  
   
 
   
       
Mentre, per analizzare il caso speculare, down-and-out calls, usiamo detto 
principio: una call ordinaria corrisponde alla somma delle corrispondenti down-
and-in e down-and-out, quindi: 
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 Merton R.C., “The theory of rational option pricing” in, The bell journal of economics and anagement 
science, vol. 4, 1973, pp. 141-183. 
33
 Le analisi che andremo a effettuare in questo capitolo si basano sull’ipotesi che la distribuzione 
probabilistica del prezzo in un futuro istante di tempo di tempo sia log-normale. 
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Le opzioni down-and-out calls, corrisponde a delle figure analoghe alle opzioni 
ordinarie europee, con la particolarità che l’opzione perde ogni valore quando 
raggiunge o scende un  al di sotto di un determinato valore     . 
Avendo trovato la formula del down-and-in calls, e applicando il precedente 
principio, siamo in grado di calcolarci l’opzione down-and-out calls. 
           34        
Se H è maggiore o uguale a K, l’opzione in esame avrà un valore pari a 
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Completiamo di analizzare tutte le calls appartenenti a questa categoria di 
opzioni. 
Le up-and-out call sono opzioni knock-out, che cessando di esistere quando il 
prezzo dell’attività sottostante aumenta superando una barriera pari a H. 
Mentre lo strumento finanziario speculare è la up-and-in calls che invece esiste 
solo quando il prezzo dell’attività sale al di sopra della barriera H. 
Usando lo stesso ragionamento di prima, si assume che 
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 Il valore della call viene valutata come enunciato nel primo capitolo con il metodo Black & Scholes 
41 
 
          
           
                





      
     1)+       02  2         1+  . 
Mentre il valore dell’ultima call appartenete a questa famiglia verrà calcolata 
usando il principio enunciato prima 
           35        
L’analisi delle put appartenenti a questa categoria seguiranno lo stesso 
ragionamento, in tal contesto ci limitiamo a definirle.
36
 
Un elemento molto discusso di detti strumenti è la frequenza con cui si osserva il 
prezzo del sottostante per vedere se la barriera è stata toccata o meno. 
A tal proposito, sono intervenuti degli studiosi della disciplina per apportare delle 
modifiche alla formula per cercar di adeguare a situazioni in cui si osservi il 
prezzo a intervalli finiti: la modifica più eclatante è la sostituzione del valore 
della barriera H con un altro valore che divide il tempo per il numero di volte con 
cui si vuole osservare.
37
 
Un elemento negativo di detta opzione sta nel fatto che, in caso di improvvisi 
schizzi di valore con un immediato ritorno, ti portano ad attivare o disattivare 
l’opzione. Questa fattispecie è stata superata introducendo le opzioni parigine, 
che si attivano o disattivano se e solo se il prezzo resta al di sopra o al di sotto 
della barriera per un determinato periodo prefissato. 
2.7 Opzioni Binarie. 
Le opzioni binarie, a differenze delle altre opzioni esotiche, presentano un payoff 
di tipo discontinuo; in quanto quest’ultimo dipende dal fatto che il prezzo del 
bene soddisfi o meno una condizione. 
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 Il valore della call viene valutata come enunciato nel primo capitolo con il metodo Black & Scholes 
36
 Per un’analisi dettagliata consultare John C. Hull (a cura di Emilio Barone), Opzioni, futures e altri 
derivati, IX edizione, Pearson, 2015. 
37
 Broadie M., Glasserman P., Kou S.G., “A continuità correction for discrete barrier options” in, 
Matematical Finance, 7, 4 (October 1997), pp. 325-349. 
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In questa particolare famiglia ne appartengono molte tipologie di opzione, come 
cash-or-nothing call (put), esso è uno strumento finanziario ibrido tra il contratto 
di opzione e la scommessa in quanto, l’opzione pagherà zero se il prezzo del 
sottostante è al di sotto (al di sopra) del prezzo d’esercizio; altrimenti pagherà un 
valore prefissato  . Possiamo rappresentare il caso di una call appartenente a 
detta tipologia con il sistema seguente, ovviamente il caso di un opzione put sarà 
uguale ma con le condizioni cambiate. 
 
             
              
  
In una situazione neutrale al rischio, la probabilità di ricevere dell’opzione un 
valore pari a  , è      , dove corrisponde al valore enunciato nel capitolo uno di 
detto elaborato, quando affrontavamo il metodo di valutazione Black & Sholes. 
Quindi una cash-or-nothing call avrà un valore pari a  
          
         
Mentre il caso opposto della put avrà un valore pari a  
         
          
Un caso molto analogo a quello appena analizzato è il asset-or-nothing call (put), 
esso, come si intuisce dal nome, invece di pagare un premio costante darà un 
valore pari a quello dell’attività sottostante iniziale. Quindi rimarranno le stesse 
condizioni, l’unica cosa da cambiare è quella di sostituire il valore   con il 
termine   . 
Un'altra semplice variante è quella che in letteratura viene definita gap, che 
prevede il pagamento della differenza tra il valore dell’attività del sottostante e il 
prezzo d’esercizio, se il valore dell’attività del sottostante è maggiore del prezzo 
d’esercizio; altrimenti nulla. Questo è il caso di una call, ovviamente per 




2.8 Opzioni Lookback. 
Tra le opzioni sentiero dipendenti troviamo una categoria di opzioni molto 
conosciuta nel mondo dei derivati, stiamo parlando delle opzioni lookback o 
retrospettive. 
Esse si caratterizzano dal fatto che il payoff alla scadenza dipende dal valore 
minimo o massimo di un insieme di prezzi del bene sottostante. 
Queste opzioni sono state fonte di interesse di molti studiosi, ma a confronto 
delle altre, esse sono molto più care. 
All’interno di questa tipologia di opzione si riconoscono diverse categorie, 
analizziamole alcune singolarmente. 
Iniziamo introducendo la floating lookback, essa assumerà un valore finale pari 
alla differenza tra il prezzo finale dell’azione e il prezzo minimo raggiunto 
dell’azione durante la vita dell’opzione, questo nella situazione che si tratta di un 
opzione call; mentre se si ha un opzione put assumerà un valore finale pari alla 
differenza tra il valore massimo dell’azione durante la vita dell’opzione e il 
valore finale dell’azione. 
 
FIGURA 2.1 Esempio didattico per capire il funzionamento della floating lookback. Supponendo che il 
prezzo dell’attività sottostante ha seguito detto sentiero, notiamo che il prezzo finale sarà pari a 10 
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definizione enunciata prima, un opzione di questo tipo call avrà un valore pari a 6 (10-4); mentre la 
stessa opzione di tipo put avrà un valore pari a 2 (12-10). 
 
Analiticamente parlando, detta opzione può essere cosi sintetizzata 
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Usando lo stesso ragionamento siamo in grado di enunciare le formule per 
valutare una floating lookback di tipo put.
38
 
Un’altra categoria appartenente alle opzioni lookback sono le c.d. Fixed 
lookback. Dove dal nome stesso, siamo in grado di capire che ci sarà qualcosa di 
fisso, infatti il prezzo d’esercizio è prefissato. 
Prendendo in considerazione una call di dette opzioni, il suo payoff coinciderà 
con quello di una opzione call ordinaria, con l’unica differenza che il prezzo 
finale viene sostituito con il prezzo massimo osservato durante la vita 
dell’opzione. 
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 In modo dettagliato verrà trattata l’analisi nel manuale di John C. Hull (a cura di Emilio Barone), 
Opzioni, futures e altri derivati, IX edizione, Pearson, 2015, pagina 640. 
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Mentre analizzando una put, il payoff coinciderà con quello dell’opzione 
ordinaria put, considerando il prezzo minimo osservato durante la vita 
dell’opzione come prezzo finale. 
Queste tipo di opzioni possiamo analizzarle tramite la put-call-parity, 
enunciando detta uguaglianza 
              
     
          
Dove       
  corrisponde alla fixed lookback di tipo put calcolato con il valore    
che corrisponde esattamente a  
                
In modo simmetrico possiamo analizzare allo stesso modo un fixed lookback di 
tipo put. 
Come per le opzioni barriera, si può adottare una estensione di dette formule per 
adattarle alla frequenza di volte che viene osservato il prezzo dell’attività 
sottostante all’opzione.39 
2.9 Opzioni Asiatiche. 
All’interno delle opzioni sentiero dipendenti troviamo le opzioni asiatiche. Dette 
opzioni hanno suscitato molto interesse in ambito accademico, infatti tanti 
studiosi della disciplina hanno composto diversi articoli di ricerca. 
Negoziate per la prima volta a Tokyo alla fine degli anni ’80, le opzioni asiatiche 
sono prepotentemente entrate in tutti i più famosi mercati finanziari.
40
 
Le opzioni esotiche sono definite come contratti di opzione in cui il valore del 




                                                             
39
 Broadie M., Glasserman P., Kou S.G., “Connecting discrete and continuous path-dependent options” 
in, Finance and Stochastics, 2, 1998, pp. 1-28. 
40
 Paolo Pianca, Elementi di teoria delle opzioni finanziarie, II edizione, G. Giappichelli Editore, Torino, 
1999, pagina 45. 
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Effettuando un confronto tra le opzioni asiatiche e quelle tradizionali, e anche 
con le altre opzioni esotiche, esse risultano meno costose, grazie all’influenza 
della media che porta alla diminuzione dell’impatto della volatilità nel prezzo del 
sottostante. 
Nel contratto di un opzione asiatica vengono fissati degli elementi, molto 
caratterizzanti di questo particolare strumento finanziario, per esempio la 
scadenza. L’opzione asiatica normalmente dura dai due ai tre anni, ed è un 
elemento molto importante in quanto l’opzioni asiatiche sono solo di tipo 
europeo, cioè che si possono esercitare solo alla scadenza. 
Un altro elemento molto importante e fondamentale, è decide che media usare: 
aritmetica o geometrica.
42
 Fissando, inoltre, tutte le informazioni legate ad essa, 
per esempio il peso da attribuire a ciascun prezzo, scegliendo di dare pesi diversi 
ad ogni prezzo in base all’importanza o renderli equivalenti l’uno dall’altro. 
Per effettuare un valutazione più idonea nel contratto viene specificato anche il 
tipo di campionamento che si sceglie. Si può scegliere un campionamento di tipo 
discreto o continuo in base se la media è calcolata su un insieme finito di prezzi o 
venga calcolata con continuità istante per istante. 
Un elemento aggiuntivo che potrebbe essere specificato nel contratto è la 
frequenza di osservazione dei prezzi del sottostante. A tal proposito si 
distinguono: 
 Regolare, il periodo che intercorre tra una data di osservazione e la 
successiva è il medesimo per tutta la vita dell’opzione; 
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 Definizione presente nel glossario on-line della borsa italiana. www.borsaitaliana.it 
42
 Si osservi che sebbene la maggior parte delle opzioni asiatiche attualmente negoziate abbia come 
parametro di riferimento medie aritmetiche, le opzioni basate sulla media geometricasono di grande 
interesse in quanto per tali opzioni, a differenza del caso delle medie aritmetiche, sono note delle formule 
di valutazione in forma chiusa. Basso A.; Pianca P. (1996), “Introduzione alla valutazione delle opzioni 




 Crescente, il periodo che intercorre una data di osservazione e la 
successiva diminuisce nel corso di vita dell’opzione, quindi ad influenzare 
il valore finale dell’opzione in modo rilevante sono i prezzi più recenti; 
 Decrescente, il caso opposto di quello enunciato pocanzi, cioè quando il 
periodo che intercorre una data con la successiva osservazione aumenta 
nel corso della vita dell’opzione. A tal proposito, si registrano più 
osservazioni all’inizio che alla fine. Dette osservazioni influenzano la 
media, che è maggiormente condizionata dai prezzi rilevati all’inizio di 
vita dell’opzione.43 
Prendiamo in esame l’ipotesi più semplice, cioè un’opzione asiatica con scadenza 
al tempo  , quindi l’intervallo di riferimento sarà      . Inoltre, si prevede che 
ad ogni elemento si attribuisca uguale peso e si rileva coincidenza tra periodo di 
vita del campione dell’opzione e periodo di campionamento dei prezzi. 




   
      
 
   
 
Sapendo che          , con   che corrisponde alla frequenza di 
osservazione. 
Mentre la stessa situazione valutata con la media geometrica, avrà la seguente 
formula di riferimento 
         
 
   
 
 
   
 
Invece nel caso continuo, effettuiamo un analisi in termini integrali, sia per la 
media aritmetica  











       
Che con la media geometrica 
      
 
 
          
 
 
   
All’interno delle opzioni asiatiche troviamo due sottocategorie: average price, 
dove il prezzo finale medio corrisponde alla media dei prezzi; average strike, 
dove la media dei prezzi viene considerata prezzo d’esercizio. 
Analizziamole singolarmente, partendo dalla prima e assumendo un valore   che 
corrisponde alla media dei prezzi, calcolato con una delle formule sopra citate. Il 
payoff alla scadenza sarà il massimo valore della differenza tra la media e il 
prezzo d’esercizio e zero. Questo quando stiamo valutando un opzione di tipo 
call, se invece ci troviamo con un opzione di tipo put, la differenza è opposta. 
              
dove la funzione   è binaria: assumerà 1 se l’opzione è di tipo call, altrimenti 
assume il valore -1. 
Invece, il payoff di un opzione average strike verrà valutato prendendo in 
considerazione il prezzo del bene sottostante e confrontandolo con la media  . 
               
Per quanto riguarda la valutazione in forma chiusa di queste opzioni dobbiamo 
far riferimento alla media geometrica, in quanto con la media aritmetica non si è 
riuscito a trovare una formula adeguata. Infatti per tale ragione, si dimostra che la 
media geometrica segue una distribuzione lognormale con media e varianza che 
si possono calcolare esplicitamente. 
In particolare potranno essere esplicitate con dette formule 
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Sapendo che       corrisponde al prezzo all’istante di valutazione;   e   
eprimono rispettivamente i dividendi ed il tasso privo di rischio; mentre   è la 
volatilità del titolo sottostante. 
Questa analisi è stata affrontata da due studiosi Kemna e Vost, enunciando un 
modello molto usato per la valutazioni di dette opzioni, il cosiddetto modello di 
Vost. 
In tal contesto ci limiteremo ad affrontare in modo basilare l’analisi di un 
opzione asiatica di tipo average price.
44
 
Infatti iniziamo ad analizzare il caso di un opzione call e come detto prima la sua 
valutazione si basa su detto ragionamento 
              
Sostituendo il termine della media con quello della formula, enunciata pocansi, 
della media geometrica; e avendo assunto che si tratta di una call il termine   
assumere un valore pari a 1. Allora questa formula di potrà riscrivere nel 
seguente modo 
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 L’analisi è stata effettuata affrontanto il testo dell’articolo pubblicato dagli autori nel 1990 (Kemna, A. 
e Vost, A., “A pricing method for Options Based on Averege Asset Values”, Journal of Banking and 
Finance, 14, March 1990, 113-129.) e grazie ad uno studio già effettuato in una tesi inerente all’analisi in 
questione(Francesco Rotondo, Andre Pascucci, Opzioni esotiche, Tesi di laurea matematica per le 
applicazioni economiche e finanziarie, Università di Bologna, aa 2003-2004.). 
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quindi il valore di questa opzione potrà essere stimata nel seguente modo 
        
                          
 
   
 
 
   
      
Questo approccio ci permette di poter ricavare un formula chiusa, ricavandola dal 
modello Black and Scholes, che ci permette di modificare la formula appena 
evidenziata, modificando il valore atteso con un analisi di tipo lognormale, grazie 
alla proprietà della media geometrica enunciata prima. 
        
             
 
                 
Con  
  
         
  
 
Vost inoltre assume che il valore dello stike price effettivo corrisponde al valore 
originale rettificato dalla differenze tra i valori attesi della media aritmetica e 
quella geometrica. Questa assunzione si basa sul fatto che la media geometrica 
del prezzo del sottostante risulta minore uguale alla media aritmetica . 
        
 
   
      
 
   
           
 
   
 
 
   
  45 
Sostituendo quest’ultima assunzione alla formula di valutazione dell’opzione 
asiatica call di tipo average price, siamo in grado di avere una formula chiusa di 
valutazione. 
Stesso ragionamento potrà essere usato per valutare il caso opposto, cioè quello 
inerente all’opzione put, trovando detto risultato 
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 Il valore atteso della media geometrica è stato enunciato indirettamente nella formula della call 
enunciata prima, mentre il valroe atteso della media aritmetica corrisponde a detto valore 
  
 
   
      
 
   
       






       
                      
  
 
        
 
2.10 Altri tipi di opzioni esotiche. 
Negli ultimi decenni le opzioni esotiche sono cresciuti in modo esponenziale, 
riconoscendo, negli ultimi anni, diverse e nuove categorie.  
In questo paragrafo mireremo di elencare e definire altre categorie appartenenti a 
questa tipologia di opzioni. 
Molti comuni nei mercati dei derivati sono le opzioni shout, o opzioni gridate. 
Esse sono opzioni europee che consentono al portatore di “gridare” un prezzo 
durante la vita dell’opzione. Alla scadenza, il valore dell’opzione, è pari al 




Un’altra categoria molto conosciuta sono le opzioni Quanto, detta 
denominazione deriva dal fatto che corrisponde all’abbreviazione 
dell’espressione quantità-adjusted, che indica la copertura del rischio di cambio 
garantita dall’investimento nell’operazione è aggiustata in funzione del payoff 
dell’opzione denominato in valuta estera.47quindi queste opzioni permettono ad 
un operatore di investire su un mercato con divisa diversa con quella preferita. 
In Francia si sono sviluppate delle opzioni esotiche molto particolari, stiamo 
parlando delle c.d. opzioni cliquet. La loro caratteristica principale sta nel fatto 
che il loro payoff dipende dalla somma dei rendimenti periodici positivi di 
                                                             
46






un’attività sottostante. Le opzioni cliquet presenti nel mercato molte volte si 
riferiscono all’indice azionario francese CAC4048. 
Esistono innumerevoli categorie di opzioni esotiche, in tale sede ne abbiamo 
analizzato una piccola parte; ma in letteratura, è facilmente reperibile un numero 
molto elevato di articoli di ricerca che definiscono e analizzano nuove categorie 
di opzioni esotiche. 
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 Il CAC40 è l’indice che comprende i 40 titoli francesi o esteri a maggior capitalizzazione quotati presso 












La valutazione delle opzioni esotiche è un argomento che ha portato molte 
discussioni trascinando tanti lavori di ricerca. Queste discussioni sono causate dal 
fatto che non esistono formule in forma chiusa che si adattano a tutte le 
particolari esigenze che hanno le opzioni esotiche. 
In questa sede descriveremo un metodo usato per valutare le opzioni esotiche più 
complesse; evidenziando le sue caratteristiche ed tutti gli elementi a esso 
collegato. Il capitolo si conclude esplicitando un esempio per vedere come si 




Il metodo Monte Carlo al di fuori del mondo accademico non è conosciuto; molti 
ingannati dal nome trasportano i loro pensieri nella capitale di quel tratto di terra 
tra l’Italia e la Francia, dove il lusso e il paesaggio meraviglioso creano una città 
esuberante come Monte-Carlo. 
In parte il collegamento non è errato, in quanto il matematico Stanislam Ulam, 
scienziato che ha collaborato allo sviluppo della bomba atomica durante la 
seconda guerra mondiale, racconta in una sua autobiografia
49
 che nel 1946 si 
trovava a discutere con un altro importante scienziato John Von Neumann, 
                                                             
49 S. Ulam, Avventure di un matematico, III edizione, Sellico Editore, Milano, 1995. 
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l’argomento di questa discussione era proprio il metodo che stiamo analizzando 
in questo elaborato. 
Ulam utilizza il metodo Monte Carlo –racconta nella sua autobiografia- per la 
risoluzione di un solitario, notando che per calcolare la probabilità di riuscita del 
gioco sarebbe stata molto più pratico se si distribuivano le carte sul tavolo e 
provare varie volte, evidenziando la frequenza di riuscita, piuttosto che affrontare 
il calcolo combinatorio. 
Inoltre si intuisce nell’autobiografia che il nome a detto metodo è legata 
all’aleatorietà di guadagno tra le celebri case da gioco presenti a Monte-Carlo, 
infatti i due scienziati notarono le somiglianze e decisero di chiamarlo come la 
città che ospita un numero indecifrabile di casinò.  
L’episodio sopracitato mostra le origini di attribuzione del nome a tale metodo; 
tuttavia in letteratura troviamo molte applicazioni del metodo Montecarlo 
risalenti a prima del 1945. 
Ricordiamo, nel 1877 Georges-Luis Leclerc conte di Buffon presentava un 
esperimento all’Accademie des sciences di Parigi: 
un ago di lunghezza 2  viene lanciato a caso su un piano lastricato da un 
reticolo uniforme di rette parallele, distribuite 2  l’una dall’altra, con     
 .50 
In questo esperimento ci si chiede quale sia la possibilità che l’ago si posizioni 
sul piano intersecando qualche retta del reticolato. 
Grazie al metodo Monte Carlo questo problema è stato risolto, ma molti anni 
dopo P.S. Laplace ha individuato un collegamento sul meccanismo di risoluzione 
per l’individuazione del valore  .  
Mi sembra molto interessante aprire una piccola parentesi dove mostrare il 
calcolo del valore   utilizzando il metodo Monte Carlo, quanto sarà molto utile 
                                                             
50 A. Guerraccio, Matematica, II edizione, Pearson, 2009. 
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Prendendo un quadrato unitario dove al proprio interno si ha un cerchio con 
raggio pari a 1 (FIGURA 3.1). 
 
   
 
FIGURA 3.1 quadrato unitario con cerco avente raggio pari a 1, usato per il calcolo del valore  . 
 
Prendendo dei numeri casuali appartenenti all’intervallo tra 0 e 1, cerchiamo di 
individuare i punti che cadono all’interno del cerchio o quelli che cadono al suo 
esterno. 
Effettuando il rapporto tra il numero di osservazioni in cui il punto si trovava 
all’interno del cerchio con il numero totale delle osservazioni, siamo in grado di 
stimare il valore di  . 
Ovviamente più osservazioni si fanno più preciso sarà il risultato, quindi tenderà 
al valore 3.14159… 
A partire dalla metà del ventesimo secolo questa tecnica acquisì molta notorietà, 
ma non solo sul campo matematico, ma anche in campi del sapere più svariati. 
Ma con l’introduzione dei primi elaboratori elettronici questo metodo divenne 
fonte di interesse di molti studiosi. 
La celebrità e lo sviluppo che il metodo Monte Carlo, che ha acquisito in questi 
ultimi anni, ha portato alla creazione di un numero elevato di definizioni. Infatti 
                                                             
51 È interessante approfondire questo argomento pure da un punto di vista informatico tramite il 
programma di Excell usando un linguaggio di programmazione molto intuitivo come VBA. S. Binanga, 
Modelli finanziari. La finanza con Excell, II edizione, McGrow-Hill, Milano, 2010, pagina 445-447. 
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basta cercare la definizione su internet per ricevere un numero esagerato di link 
che enunciano tale metodo nei diversi campi di applicazione. 
Inoltre, da questa ricerca si intuisce che si tratta di una simulazione e di un 
esperimento. Infatti, molte si usano molti sinonimi come “Simulazione 
stocastica” oppure “Esperimento Monte Carlo”. 
 
2. Il Metodo Monte Carlo. 
Come discusso pocanzi il metodo Monte Carlo è una classi di approcci per la 
risoluzione di molti problemi. 
La caratteristica di detti approcci sta nel fatto che seguono tutti un unico schema: 
inizialmente si definisce un dominio possibile dove poter prendere i dati in input; 
generare, in seguito, dei input casuali appartenenti al dominio definito; tramite 
questi dati si effettuano dei calcoli deterministici e infine si aggregano i risultati 
per trovare il risultato finale. 
I metodi deterministici di integrazione numerica sono efficienti per risolvere 
funzioni ad una variabile, ma si presentano più variabili questi metodi risultano 
troppo dispersivi computazionalmente parlando, rendendoli inefficienti. 
A tal proposito riusciamo a risolvere tale problema attuando il metodo Monte 
Carlo. 
Possiamo evidenziare che la nozione principale della probabilità è il fatto che si 
associa ad un evento un insieme di reazioni, associandogli ad ognuno di 
quest’ultimi una probabilità, questo corrisponderà al volume di questo insieme. 
Mentre il metodo Monte Carlo usa un principio opposto: calcolando il volume e 
usandolo come una probabilità: creare un universo casuale di possibili reazioni 
per usarlo come stima. 
Infatti per il teorema del limite centrale questo metodo mostrerà un ordine di 






Quindi maggiori saranno il numero di osservazioni ( ) minore sarà l’errore di 
stima. 
Assumiamo di avere una funzione          , possiamo rappresentare il suo 
valore atteso rispetto ad una variabile aleatoria distribuita in modo uniforme 
nell’intervallo       in tal modo 




Creiamo   variabili aleatorie uniformemente distribuite nell’intervallo      , e 
ripetiamo per   volte il calcolo del valore atteso della funzione   e calcoliamoci 
la stima di tali valori tramite la seguente formula 
   
 
 
      
 
   
 
Questo valore di stima tenderà ad una stima corretta più il numero delle 
osservazioni aumenterà, questa assunzione è dimostrabile grazie alla legge dei 
grandi numeri. 
 
3. Numeri casuali. 
Come abbiamo intuito, un elemento cardine della simulazione Monte Carlo è la 
generazione di numeri casuali. 
In filosofia, il termine casualità ha portato a diverse discussioni, formando un 
falla che divide due grandi linee di pensiero: da un lato, troviamo chi lo associa 
ad un avvenimento senza una causa definita ed identificabile; dall’altra, abbiamo 
il pensiero proposto da Antoine August Cournot, che definisce la c.d. causalità 
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non lineare come un evento accaduto per cause che certamente vi sono, ma non 
sono non lineari o complicate da ricavare. 
I numeri casuali sono utilizzati per costruire delle simulazioni di natura 
probabilistica di problemi legati a molti campi del sapere. 
Per la realizzazione di numeri casuali adoperiamo dei modelli che vengono 
eseguiti grazie all’utilizzo degli elaboratori elettronici. Questa affermazione, ci fa 
pensare che la casualità vera e propria non esiste, visto che per generare una serie 
di numeri casuali bisogna utilizzare un modello, che è formato al suo interno da 
un algoritmo. Quindi ritornando al pensiero di Cournot, si possono usare dei 
metodi che ti permettono di creare una serie di numeri pseudo-casuali, in quanto 
sono legati da uno stesso meccanismo, seguendo un ragionamento non lineare. 
Una importante valutazione che si deve fare in tutti questi metodi sta nel 
verificare che la serie pseudo-casuale che essi formano deve presentare l’assenza 
di correlazione tra i numeri generati. L’assenza di correlazione può essere 
verificata facilmente graficamente. Se si tratta di una serie in assenza di 
correlazione, graficamente sarà presente un insieme di punti che non seguono un 
andamento lineare 
 
FIGURA 3.2 Due piani cartesiani che rappresentano due situazioni di correlazione diversa: la prima 
figura è il caso in assenza di correlazione; mentre, la seconda figura rappresenta un insieme di punti che 




Gli algoritmi proposti in letteratura sono molti, in tale sede ne elenchiamo solo 
quelli hanno un importanza storica e sono i più semplici da interpretare, al fine di 
capire il ragionamento non lineare che essi seguono per formare una serie pseudo 
- casuale. 
 
3.1 Il metodo Middle-Square. 
Uno dei metodi più famosi per la generazione di numeri pseudo causali distribuiti 
in modo uniforme è il cosiddetto metodo middle-quare. Tale metodo è stato 
suggerito da John von Neumann nel 1946. 
Questo metodo ormai ha un importanza solo storica, ma riesce a evidenziare in 
modo molto semplice un aspetto cardine per la generazione di numeri pseudo - 
casuali. 
John von Neumann assume alla base del metodo si deve partire da un numero 
detto seme, per esempio partiamo 3456. Elevando al quadrato il seme siamo in 
grado di avere un numero a otto cifre (o in alcuni casi sette, in tal situazione basta 
aggiungere uno zero all’inizio del numero), nel nostro esempio sarà 11943936. 
Trovato questo numero estraiamo i quattro numeri che sono al centro di questa 
stringa numerica, cioè 9439. Quest’ultimo termine trovato sarà il nuovo numero 
pseudo-casuale trovato e, inoltre sarà il nuovo seme. 
Questo metodo è facilmente rappresentabile in Excell, partendo dal seme di 
partenza ed posizionare su un’altra cella il suo quadrato. Possiamo facilmente 
estrarre le quattro cifre che ci interessa tramite la formula 
STRINGA.ESTRAI(testo;inizio;num_caratteri). Possiamo ripetere questo 
metodo quanto vogliamo, basta prendere come seme il valore pseudo-casuale 





FIGURA 3.3 Generazione di numeri pseudo-casuali tramite il metodo Middle-square. Elaborato tramite 
il programma Excell. 
 
Nella figura sopra esposta possiamo vedere la generazione di numeri pseudo-
casuali con il metodo e i meccanismi citati prima. 
Questo metodo presenta però molte limitazioni, una fra tutte e la possibilità di 
ripetizione. Il numero di volte che il metodo si effettua prima di presentarsi una 
ripetizione rappresenta il periodo, la lunghezza di questo valore potrà essere 
usata per valutare la bontà di questo metodo. 
Un’altra limitazione è rappresentata dal fatto che il metodo non si adatta a tutti i 





3.2 Congruenze lineari. 
Il matematico D.H. Lemer presenta nel 1948 per la prima volta il metodo delle 
congruenze lineari detto anche generatore lineare congruenziali (LCB). 
Questo metodo trova delle analogie con quello sopra citato, infatti si evidenzia la 
necessità iniziale di avere un seme, ma la relazione con cui si basa questo metodo 
è la seguente: 
                              
Dove a è definito come moltiplicatore, c come traslatore e M come modulo tale 
che  ,  ,                  . 
In Excell, questo ragionamento è facile interpretabile con una funzione che è 
definita con detta sintassi RESTO(dividendo;divisore). Nella figura seguente si 
intravede come è semplice creare dei valori pseudo-casuali con questo metodo. 
 
 
FIGURA 3.4 Metodo delle congruenze lineari tramite Excell.Assumendo di avere come moltiplicatore il 




Come è evidenziato nella freccia presente nella figura sopra, il periodo di questo 
metodo dipenderà dalla scelta dei parametri iniziali, portando una forte critica e 
limitazione a questo metodo. 
Quindi l’elemento cruciale del metodo è la scelta dei parametri ottimali. La 
lunghezza del periodo è consigliato fissare un numero molto grande; ed gli altri 
due parametri devo essere scelti in modo tale che garantiscono una successione 
con periodo massimo. 
 
3.3 Metodo della funzione di ripartizione inversa. 
Il metodo della funzione di ripartizione inversa è basato sulla definizione di 
funzione di ripartizione di una variabile casuale, che può essere riassunto in 
questa formula 
 
                          
           
  
E’ un metodo molto generico, che ha dei presupposti per essere adottato: 
a. La funzione di densità di probabilità deve essere integrabile; 
b. La funzione di ripartizione sia invertibile. 
Se si rispettano queste condizioni, siamo in grado di generare dei numeri pseudo 
- casuali uniformemente distribuiti sull’intervallo       e la successiva 
trasformazione i-esima si possono generare dei numeri causali, grazie alla 
funzione di ripartizione inversa, estratti dalla distribuzione     . 
    









Lo svantaggio di tale metodo sta nel fatto che non è facilmente adattabile, un 
alternativa che permette di superare questo limiti è dato dal metodo Standard 
Rejection. È uno strumento che ti permette di generare numeri casuali da 
distribuzioni non integrabili e funzioni di ripartizione non invertibile. 
Inizialmente si traccia la funzione di distribuzione      e nello stesso grafico 
tracciamo una funzione      invertibile, con area finita e che si trovi sempre al 
di sopra della funzione di distribuzione. 
Nello stesso grafico si traccia la distribuzione uniforme della funzione invertibile, 
effettuando la prima estrazione tra un intervallo      , tracciamo il corrispettivo 
valore aiutandoci con la distribuzione appena tracciata, otteniamo  il valore   , 
proiettato nell’asse delle ascisse. 
Procedere alla seconda estrazione ma in un intervallo più piccolo          , se il 
valore proiettato è inferiore a     , va bene; altrimenti si ripete l’estrazione. 
                                                             
52  Casin, R. e Gobbo, M., “Metodi Monte Carlo per la valutazione di opzioni finanziarie”, Greta, 








3.4 La sequenza di Halton. 
La sequenza di Halton si basa su un particolare ragionamento: trasforma un 
numero intero, in base ad un numero primo p, in un numero decimale; infine si 
riflette quest’ultimo numero rispetto alla virgola. Questa sequenza in base due 
corrisponde alla cosiddetta sequenza Van der Corput, mentre per le altre 
dimensioni vengono prese come basi altri numeri primi. 
Per esempio prendendo il numero 50 e come base il numero 3, possiamo 
riscrivere questo numero in base al numero primo appena scelto, in questo modo 
                       
Possiamo riportare questa operazione in una formula generica scritta in detto 
modo, assumendo di prendere un numero decimale   e un numero primo   
     
     
     
       
  




Il numero quasi casuale    potrà trovarsi con questa formula 
      
        
        
        
Che nel nostro esempio sarà 
       
                           
Ultimo passaggio è invertire il numero decimale rispetto alla virgola, nel nostro 
caso sarà 
0.661   166 
Il problema di questo metodo si presentano quando si raggiungono grandi 
dimensioni, in quanto i punti generati presentano una forte correlazione con le 
altre dimensioni. 
 
4. Il numero di repliche. 
In base all’accuratezza richiesta siamo in grado di fissare il numero di 
simulazione che dobbiamo fare. Se si sceglie di effettuare N simulazioni 
indipendenti, si calcola la devianza standard e la media dei valori ottenuti nelle N 
simulazioni. 
Usiamo come stimatore la media campionaria 
      
 
 
   
 
   
 
dove    è una sequenza di campioni indipendenti, quindi la media campionaria 
corrisponde ad uno stimatore non distorto dal valore atteso di detta serie    
      . 
Mentre la varianza campionaria 
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e per analizzare lo stimatore consideriamo il valore atteso dell’errore quadratico 
della stima 




sapendo che          . 
Quindi da questa formula si intuisce che aumentando il numero di repliche 
l’errore diminuisce, apportando una stima più precisa. Ma detta soluzione non è 
quella ottimale, in quanto aumentando il numero di repliche porta ad aumentare 
l’onere computazionale. Possiamo trovare la scelta più ottimale affrontando il 
problema in due modi, partendo dall’errore assoluto o dall’errore relativo. 
Partendo con il primo approccio, possiamo fissare una probabilità       dove 
il valore assoluto dell’errore quadratico di stima è inferiore ad un livello di 
tolleranza denominato   
            
L’intervallo di confidenza al livello della probabilità prescelta è facilmente 
calcolabile 




     
 
 
dove il termine di moltiplicazione della radice quadrata corrisponde al quantile 
della distribuzione normale standard corrispondente alla probabilità scelta, questo 
grazie al teorema centrale del limite. 
Fissato l’intervallo, possiamo cercare di far ridurre la porzione aggiuntiva o 








     
 
   
La limitazione più grossa sta nel fatto che la varianza campionaria per essere 
calcolato ha bisogno di conoscere il numero delle repliche.
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Se invece ci concentriamo ad analizzare l’errore relativo in modo che valga, 
sempre, per la probabilità      , possiamo riassumerlo con detta formula 
           
   
   
dove   è la tolleranza relativa in questa situazione, quindi, effettuando la stessa 
analisi esercitata per l’errore assoluto, si arriva allo stesso quantile, ma con la 
differenza, che il questo contesto deve essere diviso per il valore assoluto dello 





    
 
       
   
Se detta disuguaglianza vale si può scrivere la probabilità in detto modo 




           






    
 




   
           
       
   
                      
                          
                             
   
         
   
 
 
   
  
Da questa formula dobbiamo scegliere m in modo tale che soddisfi dette 
condizioni 
                                                             
54 esiste un metodo per aggirare a detta limitazione che ti porta a fissare un termine pilota che ti porta 






         
       
   
   
 
   
  
 
5. Le tecniche di riduzione della varianza. 
Aumentare il numero di repliche non corrisponde alla modalità più ottimale per 
risolvere il problema di riduzione dell’errore, in quanto comporta un costo 
computazionale molto elevato. 
A tal proposito, analizziamo delle tecniche di riduzione della varianza che 
riducono i tempi di calcolo. 
In letteratura esistono molte tecniche, in tal contesto analizziamo le tecniche più 
conosciute e di facile intuizione, ma consigliamo la lettura dei testi consigliata 




5.1 Variabili antitetiche. 
Il metodo delle variabili antitetiche è una delle tecniche di più rapida 
applicazione, esso si basa su due presupposti: 
1. Fissare l’osservazione   calcolato nel modo consueto, utilizzando  ; 
2. Calcolare l’osservazione   , semplicemente, cambiano il segno della 




 del derivato calcolato in ogni simulazione è la media di 
questi due valori 
                                                             
55 John C. Hull (a cura di Emilio Barone),  Opzioni, futures e altri derivati, IX edizione, Pearson, 2015 e , R. 
e Gobbo, M., “Metodi Monte Carlo per la valutazione di opzioni finanziarie”, Greta, Working paper n. 
02.05, Maggio 2002. 
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La stima finale corrisponde alla media delle    e la loro deviazione standard 
corrisponde a  , quindi l’errore standard della stima sarà molto più piccolo e può 




Si noti che, lo stimatore ottenuto da questa tecnica risulta dalla combinazione, no 
da due campioni indipendenti, ma da campioni di simulazione dipendenti. Con 
questa situazione, la varianza si riduce se e solo se ci sia una correlazione 
negativa tra gli stimatori. Infatti la riduzione sarà più sensibile quanto più la 




5.2 Variabili di controllo. 
La tecnica della variabile di controllo è uno dei metodi più utilizzati e si basa 
sull’idea “use what you know”,  slogan che riassume una situazione in cui si 
vuole valutare qualcosa di sconosciuto o difficile da valutare, tramite l’ausilio di 
una situazione simile a quella da analizzare, ma a differenza della prima, 
quest’ultima è conosciuta o facilmente valutabile. 
Grazie a questa introduzione è facilmente intuibile il suo procedimento: 
1. Abbiamo l’osservazione sconosciuta o difficile da valutare, che in tal 
contesto la chiameremo A; 
2. Mentre chiameremo B, la seconda osservazione simile alla prima, ma 
conosciuta. 
                                                                                                                                                                                  
56 John C. Hull (a cura di Emilio Barone),  Opzioni, futures e altri derivati, IX edizione, Pearson, 2015. 
57 Questo risultato vale per tutte le opzioni il cui valore dipende miotonicamente dai dati 
simulati. Casin, R. e Gobbo, M., “Metodi Monte Carlo per la valutazione di opzioni finanziarie”, 




Quindi affrontiamo un analisi parallela, con le stesse estrazioni e lo stesso 
orizzonte temporale. Conoscendo già il valore dell’osservazione B     , siamo in 
grado di calcolarci una stima delle osservazioni di A e B (rispettivamente   
  e 
  
 ), con le estrazioni prescelte. Con questi dati possiamo calcolare il valore 
dell’osservazione A, tramite questa formula 
     
        
    
 
6. Le opzioni Asiatiche valutate con il metodo Monte Carlo. 
Per illustrare ed analizzare in modo più diretto l’applicazione del metodo in 
esame per la valutazione delle opzioni esotiche, vediamo un esempio
58
 concreto 
per evidenziare, passo dopo passo, tutto il ragionamento per la loro valutazione. 
Supponiamo di avere un opzione asiatica, scritta su un’azione; il cui prezzo può 
aumentare del 40% o ridursi del 20%. 
Partendo da un prezzo iniziale dell’azione pari a 30, possiamo osservare il 
sentireo del prezzo in 5 date successive, partendo dalla data 0. 
 
FIGURA 3.7 Ipotetico sentiero costruito con il programma Excell. 
 
Distinguiamo i 16 sentieri che si riescono a formare, per far si che si possa 
calcolare il prezzo.  
                                                             
58 S. Binanga, Modelli finanziari. La finanza con Excell, II edizione, McGrow-Hill, Milano, 2010. 
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Ritornando al capitolo precedente, il prezzo di un opzione asiatica sarà calcolato 
con la media dei prezzi registrati durante la vita dell’opzione. Quindi effettuiamo 
questo calcolo per i 16 sentieri osservati, come illustrato nella figura 3.8. 
Inoltre supponiamo che l’opzione asiatica è di tipo average strike, dal capitolo 
precedente riusciamo a esplicitare la formula per il calcolo del payoff di questa 
opzione: che corrisponde al massimo valore tra la differenza della media con il 
prezzo d’esercizio e lo zero. 
              
Nel nostro esempio il prezzo d’esercizio è fissato a 30, quindi è facile calcolare i 
singoli payoff per ogni sentiero. 
Per effettuare la valutazione dell’opzione Asiatica dobbiamo agire con un tasso 
free-risk pari a 0.08, e per ogni sentiero dobbiamo calcolarci la probabilità risk-
neutral del sentiero. Ma per trovarci questa probabilità dobbiamo prima calcolare 
due termini molto importanti: i prezzi per ogni stato del mondo (in questo 
esempio gli stati del mondo sono solo due up e down); la probabilità di risk-
neutral in caso di crescita e di decrescita. 
Il primo termine è una funzione che lega il tasso privo di rischio (R) con i tassi di 
crescita (UP) e di decrescita (DOWN), in modo diverso se stiamo analizzando la 
fase di crescita o di decrescita. 
   
          
               
  
   
        
               
  
Per trovare il secondo termine basta moltiplicare questi prezzi con il tasso privo 
di rischio, per trovare rispettivamente il la probabilità risk-neutral di crescita 
     e quella di decrescita     . 
Nel nostro esempio si registrano questi quattro termini: 
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   0,4321 
   0,4938 
   0,4667 
   0,5333 
TABELLA 3.1 Valori trovati nell’esempio esplicitato. 
Grazie agli ultimi valori trovati possiamo calcolarci la probabilità risk-neutral 
del sentiero, moltiplicando per ogni step la probabilità seguita. Perché ciascun 
sentiero è prezzato tramite la sua probabilità aggiustata e per il rischio 
attualizzata, quindi funzione degli stati di crescita e di decrescita che segue, ed 
anche, dal tasso free-risk.
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Nella figura successiva si registrano tutti i termini enunciati prima. 
 
FIGURA 3.8 Calcolo del prezzo medio dell’azione, del payoff dell’opzione e la probabilità risk-neutral 
per ogni sentiero formato nel nostro esempio. 
 
Evidenziando il vettore colonna dei payoff e il vettore colonna delle probabilità 
appena trovate, siamo in grado di calcolare il valore dell’opzione asiatica: la 
moltiplicazione di ogni elemento delle matrici, in modo corrispondente; 
formando cosi, in base al nostro esempio, 16 valori; la somma di quest’ultimi 
                                                             
59 S. Binanga, Modelli finanziari. La finanza con Excell, II edizione, McGrow-Hill, Milano, 2010. 
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diviso il tasso free-risk elevato al numero di sentieri detratta una unità, 
corrisponde al valore dell’opzione sotto analisi.60 
Quindi il valore dell’opzione in esame corrisponderà a 5,3756. 
Il fattore negativo, che si evidenzia immediatamente, è che per minimizzare i 
calcoli nell’esempio abbiamo ipotizzato che si riconoscono solo due sentieri e si 
osservava solo 5 periodi, compreso il tempo 0. Minimizzando il tutto abbiamo 
dovuto calcolare 16 sentieri con gli eventuali valori ad essi collegati. 
Per analizzare le opzioni asiatiche più complesse dobbiamo eseguire un analisi al 
di la del foglio elettronico, usando un linguaggio di programmazione, scrivendo 
un codice in grado di analizzare un numero di sentieri molto più elevato. 
In letteratura
61
 siamo in grado di trovare algoritmi di supporto come il seguente 
che affrontano il problema in modo efficiente. 
Inizialmente si inizializzano le variabili che abbiamo bisogno, infatti la funzione 
richiede: il prezzo iniziale, strike price, tasso di crescita, tasso di decrescita, tasso 
di attualizzazione, periodo e sentieri. Inoltre inizializza il vettore che si userà 
all’interno di tutta la funzione. 
Function MCAsian(Initial, Exercise, Up, Down, Interest, Periods, Runs) 
    Dim PricePath() As Double 
    ReDim PricePath(Periods + 1) 
 
Successivamente calcoliamo le probabilità risk-neutral in caso di crescita e 
decrescita 
     piup = (Interest - Down) / (Up - Down) 
    pidown = 1 – piup 
 
                                                             
60 Questa operazione in Excell si può facilmente tradurre con una formula, che ha la seguente sintassi 
MATR.SOMMA.PRODOTTO(matrice1; [matrice2]; [matrice3]; ...); il valore che espliciterà la formula 
dovrà essere diviso per il tasso free-risk       . 
61 S. Binanga, Modelli finanziari. La finanza con Excell, II edizione, McGrow-Hill, Milano, 2010. 
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Inizializzando una funzione Temp a zero, iniziamo con l’implementazione di due 
cicli: il più esterno che agirà per ogni sentiero; mentre al suo interno si analizzerà 
ogni periodo. 
All’interno di ogni periodo si inizializza il primo elemento del vettore, creato 
all’inizio, al valore iniziale dell’opzione. Si confronta se un termine random, 
generato dal programma
62
, se è maggiore della probabilità di risk-neutral in caso 
di decrescita; allora siamo in un sentiero di crescita, quindi moltiplicheremo per 
il termine di crescita; altrimenti si moltiplica per il termine di decrescita. 
Finita l’analisi del periodo, si sommano tutti i valori del vettore; tale risultato si 
divide per il numero dei periodi incrementato di una unità. 
A tal contesto di applica la formula del payoff di un opzione asiatica price 
average; il valore che si trova incrementerà la variabile Temp. 
Questi ultimi passaggi si ripetono ogni fine valutazione del dei periodi all’interno 
di ogni sentiero. 
Alla fine la funzione restituirà un termine pari al rapporto tra la variabile Temp e 
il tasso di attualizzazione elevato per i periodi; quest’ultimo valore calcolato 
verrà diviso, a sua volta, per i sentieri 
    Temp = 0 
    For Index = 1 To Runs 
        For i = 1 To Periods 
            PricePath(0) = Initial 
            pathprob = 1 
            If Rnd > pidown Then 
                PricePath(i) = PricePath(i - 1) * Up 
            Else: 
                PricePath(i) = PricePath(i - 1) * Down 
            End If 
                                                             
62 Per generare una serie di numeri random con Excell si utilizza la funzione Rnd. Questa funzione 
restituisce un valore numerico di tipo Single, che costituisce un numero casuale. 
La sintassi è la seguente RND[(num)], il valore all’interno delle parentesi può essere qualsiasi 
espressione numerica valida. L’output che restituisce questa funzione, corrisponde ad una sequenza di 
numeri, generata dalla base iniziale specificata, in quanto una volta richiamata la funzione, essa utilizza il 
precedente numero casuale per generarne altri. 
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         Next i 
         PriceAverage = Application.Sum (PricePath) / (Periods + 1) 
         Callpayoff = Application.Max (PriceAverage - Exercise, 0) 
         Temp = Temp + Callpayoff 
   Next Index 
   MCAsian = (Temp / Interest ^ Periods) / Runs 
End Function 
 
Possiamo notare che aumentando il numero dei sentieri, per la legge dei grandi 
numeri, la stima inizia a stabilizzarsi. Infatti se fissiamo i valori dell’esempio di 
prima osservando 20 periodi e supponendo 500 sentieri siamo in grado di trovare, 
grazie all’algoritmo sopra spiegato, il valore dell’opzione asiatica che sarà pari a 
9,1085. Mentre se supponiamo di aumentare assumerà valori sempre più vicini, 
tale situazione è intuibile nel grafico seguente. 
 
FIGURA 3.9 Output dell’algoritmo enunciato facendo variare il numero di sentieri. 
 
7. Conclusioni. 
Questo è un esempio applicativo per mostrare l’applicazione del metodo Monte 



































Questo approccio potrà essere usato pure per valutare le altre categorie di opzioni 
esotiche enunciate nel capitolo precedente. 
Ma l’esempio di valutazione presentato prima, è solo un esempio didattico; nella 
realtà la valutazione è molto più complessa e articolata, in quanto entrano in 
gioco altre variabili che potrebbero complicare la valutazione. 
A tal proposito, infatti, sono in atto continui studi di ricerca per la trovare dei 
metodi sempre più all’avanguardia, che permettono di risolvere tutti i problemi di 
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